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5.1 Definition :

Gegeben seien Vektorrdume U, V', W iiber einem Korper K.

Definition: Eine Abbildung f: V — W heisst K-linear, wenn gilt:
(a) Yo,v' € Vi f(u+v) = f(v) + f(v') und
(b) Yo e VYA e K : f(Av) =X f(v).

Wenn der Kérper K aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, sagt man nur kurz linear.

Grundeigenschaften: Fiir jede lineare Abbildung f: V — W gilt: &?A
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Beispiel: Die Nullabbildung V — W, v — Oy ist linear. / )

Beispiel: Die identische Abbildung idy : V — V, v — v ist linear.




Proposition: Fiir jede Basis B von V und jede Abbildung fy: B — W existiert genau eine lineare
Abbildung f: V — W mit Vb € B: f( ) = fo(b ) namlich
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Beispiel: Sei A eine m}_n—l\d_at;ix iiber K. Dann ist Linksmultiplikation mit A eine hneare_W
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der Rdume von Spaltenvektoren @2 e L - A-(w 0t jm
Ly K" = K™ v Av, — A(,LV/:A-AU‘. zc,t

und Rechtsmultiplikation mit A eine lineare Abbildung der Rdume von Zeilenvektoren

Ry: K™ — K", v vA.




Proposition: Fiir jede lineare Abbildung der Rdume von Spaltenvektoren f: K™ — K™ existiert genau

eine m x n-Matrix A tiber K mit L4 = f. Die j-te Spalte von A ist genau das Bild des j-ten Standardba-
sisvektors e; unter f.

Tipp: Die Matrix A klar von der linearen Abbildung L4 bzw. R4 unterscheiden!
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5.2 Kern und Bild

Sei f: V — W eine lineare Abbildung.

Definition: Der Kern von f und das Bild von f sind die Teilmengen

Kern(f) := {veV | f(v)=0} C V,
Bild(f) := {f‘(ﬁ)MEV} c W
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Proposition: (a) Kern(f) ist ein Unterraum von V. @C)\ v)= Ao = X O = O =D )\velle (19/
. o . . . ,—,’__'_——_'_'————_—_—_—_—_—‘
(b) f ist injektiv genau dann, wenn Kern(f) = 0 ist. /1) Qe L,._\J_ — yoeke, (// f(u/:of—f("}
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(b) f ist surjektiv genau dann, wenn Bild(f) \/ = 2 "“o’;“( S
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Beispiel: Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem Ax = b ist 16sbar genau dann, wenn der Vektor b
im Bild Bild(L,4) der linearen Abbildung L4 liegt. Ist es lsbar, so ist die Losung eindeutig genau dann,

wenn Kern(L,) = 0 ist.
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Satz: Es gilt
dim(V) = dimKern(f) 4 dim Bild(f).

Insbesondere ist dim Kern(f) < dim (V') und dim Bild(f) < dim(V)-
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Satz: Ist dim(V) = dim(W) < oo, so gilt

f injektiv <= f surjektiv <= f bijektiv.
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5.3 Komposition, Isomorphismen

Proposition: Fiir je zwei lineare Abbildungen f: U — V und g: V — W ist die Komposition go f: U —

W linear.
U5V R o @laentf= g2l b)) = gllol) v g ()]
SN J/aL W) = el

Proposition: Fiir jede m x n-Matrix A und jede n x ¢-Matrix B gilt Lo Lg = Lyp.
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Definition: Eine lineare Abbildung f: V' — W, zu welcher eine lineare Abbildung g: W — V existiert
mit go f =idy und f o g = idyy, heisst ein Isomorphismus. \/cia W,
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Satz: Fine lineare Abbildung f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn sie bijektiv ist. Die beidsei-

tige Inverse g in der obigen Definition ist dann eindeutig bestimmt und gleich der Umkehrabbildung
W=V, B
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Beispiel: Die Abbildung L4: K" — K™ ist ein Isomorphismus genau dann, wenn m = n ist und A

H
invertierbar ist. Ihre Umkehrabbildung ist dann L' = L1.
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