
5 Lineare Abbildungen

5.1 Definition

Gegeben seien Vektorräume U , V , W über einem Körper K.

Definition: Eine Abbildung f : V ! W heisst K-linear, wenn gilt:

(a) 8v, v0 2 V : f(v + v0) = f(v) + f(v0) und

(b) 8v 2 V 8� 2 K : f(�v) = � · f(v).

Wenn der Körper K aus dem Zusammenhang ersichtlich ist, sagt man nur kurz linear.

Grundeigenschaften: Für jede lineare Abbildung f : V ! W gilt:

(a) f(0V ) = 0W , und

(b) 8v 2 V : f(�v) = �f(v).

Beispiel: Die Nullabbildung V ! W , v 7! 0W ist linear.

Beispiel: Die identische Abbildung idV : V ! V , v 7! v ist linear.



Proposition: Für jede Basis B von V und jede Abbildung f0 : B ! W existiert genau eine lineare

Abbildung f : V ! W mit 8 b 2 B : f(b) = f0(b), nämlich
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xb · f0(b).

Beispiel: Sei A eine m ⇥ n-Matrix über K. Dann ist Linksmultiplikation mit A eine lineare Abbildung

der Räume von Spaltenvektoren

LA : Kn ! Km, v 7! Av,

und Rechtsmultiplikation mit A eine lineare Abbildung der Räume von Zeilenvektoren

RA : Km ! Kn, v 7! vA.



Proposition: Für jede lineare Abbildung der Räume von Spaltenvektoren f : Kn ! Km
existiert genau

eine m⇥ n-Matrix A über K mit LA = f . Die j-te Spalte von A ist genau das Bild des j-ten Standardba-

sisvektors ej unter f .

Tipp: Die Matrix A klar von der linearen Abbildung LA bzw. RA unterscheiden!



5.2 Kern und Bild

Sei f : V ! W eine lineare Abbildung.

Definition: Der Kern von f und das Bild von f sind die Teilmengen

Kern(f) := {v 2 V | f(v) = 0} ⇤ V,

Bild(f) := {f(v) | v 2 V } ⇤ W.

Proposition: (a) Kern(f) ist ein Unterraum von V .

(b) f ist injektiv genau dann, wenn Kern(f) = 0 ist.

Proposition: (a) Bild(f) ist ein Unterraum von W .

(b) f ist surjektiv genau dann, wenn Bild(f) = W ist.



Beispiel: Ein inhomogenes lineares Gleichungssystem Ax = b ist lösbar genau dann, wenn der Vektor b

im Bild Bild(LA) der linearen Abbildung LA liegt. Ist es lösbar, so ist die Lösung eindeutig genau dann,

wenn Kern(LA) = 0 ist.

Satz: Es gilt

dim(V ) = dimKern(f) + dimBild(f).

Insbesondere ist dimKern(f) 6 dim(V ) und dimBild(f) 6 dim(V ).



Satz: Ist dim(V ) = dim(W ) < 1, so gilt

f injektiv () f surjektiv () f bijektiv.



5.3 Komposition, Isomorphismen

Proposition: Für je zwei lineare Abbildungen f : U ! V und g : V ! W ist die Komposition g ⌅ f : U !

W linear.

Proposition: Für jede m⇥ n-Matrix A und jede n⇥ `-Matrix B gilt LA ⌅ LB = LAB.



Definition: Eine lineare Abbildung f : V ! W , zu welcher eine lineare Abbildung g : W ! V existiert

mit g ⌅ f = idV und f ⌅ g = idW , heisst ein Isomorphismus.

Satz: Eine lineare Abbildung f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn sie bijektiv ist. Die beidsei-

tige Inverse g in der obigen Definition ist dann eindeutig bestimmt und gleich der Umkehrabbildung

f�1 : W ! V .

Beispiel: Die Abbildung LA : Kn ! Km
ist ein Isomorphismus genau dann, wenn m = n ist und A

invertierbar ist. Ihre Umkehrabbildung ist dann L�1
A = LA�1 .


